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1. Introduccion

La bibliografia didactica sobre los nimeros negativos se puede agrupar en tres
grandes areas.

- propuestas de ensefianza,
- dificultades de aprendizaje y errores de los alumnos, e

- implicaciones didacticas de la epistemol ogia del nlmero negativo.

Naturalmente, estas areas no son independientes entre 5 y, de hecho, existen trabajos
gue relacionan las dificultades de aprendizgje con las propuestas de ensefianza, la
epistemol ogia de |os nimeros negativos con |os errores que cometen |os alumnos, etc. Sin
embargo, se observa que un nimero importante de articul os se ocupa de una de estas &reas
sin apenas referencias alas otras dos.

Se trata, por otro lado, de una bibliografia abarcable por una sola persona
(alredededor de 200 trabgjos, entre articulos y capitulos de libro, supuesto que nos
limitemos alosidiomasinglés, francésy espafiol y alos afios posteriores a 1950), pero de
dificil integracion porque son aportaciones debidas a autores de diversa procedencia
(profesores de mateméticas, investigadores en didactica de las matematicas, €tc.) y con
objetivos muy diferentes (comunicar experiencias de clase, dar su opinién sobre la
docencia, investigar fendbmenos didacticos, poner a punto determinadas herramientas
tedricas de la didéctica de las matematicas, etc.). Ademas, las afirmaciones que se hacen en
dichos trabajos tienen un estatuto muy variado: desde simples opiniones a asertos basados
en la experiencia docente o contrastados por algun tipo de vadidacion cientifica redlizada,
en este Ultimo caso, desde marcos tedricos muy diferentes. Todo esto hace que las
conclusiones de unos y otros autores sean dificilmente integrables en una cuerpo tedrico



comun e, incluso, nos encontremos con afirmaciones contradictorias que coexisten sin
gue, hasta el momento, nadie se hayatomado € trabgo de rebatirlas.

2. Las propuestas de ensefianza de |os nimer os enter os

De entre las tres &reas a las que nos hemos referido en € apartado anterior, la que
cuenta con mayor nimero de publicaciones es la referente a las propuestas de ensefianza
de los nimeros enterost. Arcavi y Bruckheimer (1981) hacen una clasificacion de las
distintas propuestas de introduccion de la multiplicacion de los nimeros enteros en la
escuela que puede hacerse extensiva a la estructura aditiva y que es un buen punto de
partida para ordenar la bibliografia existente. La clasificacion, con alguna modificacion
terminol 6gica por nuestra parte, esla siguiente:

Introduccion inductiva. Se caracteriza por @ descubrimiento y generalizacion de
regularidades. Por gjemplo, se presentan alos alumnos secuencias como las siguientes:

5-3=2 4-3=12
5-2=3 4.2=8
5-1=4 4-1=4
5-0=5 4.-0=0

y después se les pide que continlien estableciendo resultados como:

5-(-1)=6 4.(-1)=-4
5-(-2)=7 4.(-2)=-8
5-(-3)=8 4.(-3)=-12

Otra variante de este método se basa en redizar representaciones graficas y
algebraicas de lafuncién afin en @ primer cuadrante y prolongarlas a otros cuadrantes.

Introduccion deductiva. Consiste en afiadir a los nimeros naturales sus simétricos
respecto ala sumay definir las operaciones en ese nuevo conjunto numérico de manera
gue se conserve la estructura algebraica de |os niUmeros naturales, es decir, las propiedades
asociativay conmutativade sumay producto, la propiedad distributiva y la compatibilidad

1 Nos referimos alos nimeros enteros y no a los ndmeros negativos porque casi todos
los autores — as excepciones las comentaremos mas adelante- identifican |la ensefianza de
los nimeros negativos con la de los nimeros enteros.



entre e orden y las operaciones. Esta exigenciaes la que, histéricamente, se conoce como
‘principio de permanenciade las leyes formales de la aritmética .

Introduccién constructiva. Se basa en la simetrizacién del conjunto de los nimeros
naturales respecto a la suma, construyendo |os enteros como conjunto cociente de pares
ordenados de natural es respecto alarelacion de equivalencia: (a,b) equivdente a (a',b’) g,
y sdlo si, atb’=b+a’. Posteriormente se define la suma, d producto y € orden de dicho
conjunto cociente y se deduce la estructura de anillo totalmente ordenado.

Introduccion por medio de modelos. Es una presentacion de los nimeros enteros
basada en su similitud con otros sistemas de objetos que son familiares a los alumnos o
gue les pueden resultar més atractivos. Se supone que éstos, apartir de su experiencia con
el modelo, pueden conjeturar o, d menos, judtificar, “dar sentido”, a sus reglas de
funcionamiento y, posteriormente, por andogia, extenderlas d conjunto de los nimeros
enteros. También seles atribuye unafuncién de recuerdo, pues se espera que, en caso de
olvido de las reglas de cdculo, d aumno pueda reconstruirlas con ayuda del modelo.
Estos modelos han recibido distintos nombres. ‘modelos fisicos', ‘modelos intuitivos,
‘modelos concretos (que es € nombre que usaremos nosotros), etc. Es ademés muy
frecuente que se presenten a través de juegos colectivos, estrategia que Sirve para motivar
lareflexion sobre e modelo y susleyes.

De entre lasintroducciones de tipo axiomatico, la introduccién constructiva, que es la
gue suele aparecer en loslibros de texto universitarios, tuvo su auge en los afos sesenta-
setenta en relacion con e movimiento de introduccion de la “matematica moderna” en la
escuela. Coltharp (1966) y Fletcher (1976), entre otros, defendieron en su momento esta
forma de presentar los enteros en la educacion primaria 0 secundaria, encuadrandola en
dicho movimiento. Hoy en dia ha caido en desuso en los niveles educativos no
universitarios.

Laotraposible introduccidn axiomética, laintroduccion deductiva, se sigue utilizando
en los distintos niveles educativos, aunque en las etapas iniciaes de ensefianza de los
nUmeros negativos | os razonamientos basados en € principio de permanencia de las leyes
formales suelen hacerse utilizando nimeros en vez de letras. Por gemplo, se sugieren
justificaciones como la siguiente: sabiendo que 3+(-3)=0 y que (-4)-3=-12, tendremos
que (-4)(3+(-3))=(-4)-0=0'y, por tanto, teniendo en cuenta que debe seguir cumpliéndose
la propiedad distributiva, (-4)-3+(-4)(-3)=0, o también, -12+(-4)(-3)=0, de donde se
deduce que (-4)(-3)=12.

Partidarios de este tipo de introduccion son, entre otros: Klein (1927, pp. 24-32),
Snell (1970), Phillips (1971), Freudentha (1983) y Milazzo y Vacirca (1983), si bien



algunos creen necesario empezar proponiendo modelos concretos 0 secuencias inductivas
como paso previo ala exposicion deductiva. Ademés, Freudenthal (1983, pp. 432-460)
considera que, aun cuando es evidente que los nlmeros negativos nacieron en € ambito
del dgebra, en particular, de la resolucion de ecuaciones, la responsable de su éxito final
fuelageometriaanalitica. Seguin &:

La necesidad de validez general de los métodos de resolucion de
ecuaciones, a la cual deben su existencia los ndimeros negativos, se Vvio
reforzada, desde € siglo XVII en adelante, por la necesidad de validez general
de las descripciones [algebraicas] de las relaciones geométricas. Esta segunda
necesidad, mas profunda que la formal algebraica, es la més natura y
convincente. Es la auténtica responsable del éxito histérico de los numeros
negativos (y también del de los complejos). (Freudenthal, 1983, p. 433)

Como consecuencia, deduce que la ensefianza de los negativos debe fundamentarse no
solo en € yacitado principio de permanencia de las leyes formaes, sino también en un
principio de permanencia geométrico-algebraico que es € que permite que una sola
férmula agebraica represente la totalidad de una curva, independientemente de los
cuadrantes que atraviese.

Entre los que comentan la introduccion inductiva se encuentran: Snell (1970),
Peterson (1972), Sicklick (1975) y Freudenthal (1983). Para Freudentha, una
introduccion de este tipo facilitaria € paso a un posterior desarrollo deductivo del tema.
Ademés, en consonancia con su idea de basar los razonamientos sobre los nimeros
negativos no sdlo en aspectos agebraicos sino también geométricos, propone una
presentacion inductiva con una doble vertiente: la de prolongar, por un lado, las
regularidades numeéricas propias de los nimeros naturaes y, por otro, las rectas e
hipérbolas equiléteras restringidas, inicidmente, a primer cuadrante (Freudenthal, 1983,
pp. 450-55).

Ahora bien, la existencia de autores que hacen propuestas de ensefianza de los
nUmeros negativos de tipo inductivo, deductivo o constructivo, no debe hacernos perder de
vigta @ hecho de que, hoy en dia, la préctica totalidad de los mismos se decanta por una
introduccion por medio de modelos concretos y dedica sus esfuerzos a buscar estos
modelosy ainvestigar |os efectos que producen en los aumnos. Este tipo de introduccion
es también la més habitual en los actuales libros de texto escolares.



3. Los modelos concr etos en la ensefianza de los numer os enter os

La profusion de modelos concretos propuestos para ensefiar 10os nimeros enteros es
tanta que cuaquier descripcion de los mismos obliga a recurrir a agun tipo de
clasificacion que smplifique la tarea. En este sentido, la clasificacion hecha por Janvier
(1983), en laque distingue tres tipos de modelo: e del equilibrio, € de la recta numérica y
el hibrido, es un buen punto de partida. Esta clasificacion ha sido parcid mente modificada
por Cid (2002) que no tiene en cuenta € modelo hibrido por considerar que los g emplos
existentes pueden también incluirse en una de las otras dos clases y prefiere llamar
‘modelo de neutralizacion” a modelo del equilibrio definido por Janvier porque entiende
gue dicho nombre refleja mejor la idea central de este tipo de modelos. la existencia de
entidades opuestas que se neutralizan entre si. Utiliza también € término de ‘modelo del
desplazamiento’ en lugar del nombre propuesto por Janvier: ‘modelo de la recta
numeérica’, porque considera este Ultimo como un caso particular del primero, aunque, eso
si, muy significativo.

Ladistincién entre modelos de neutralizacion y de desplazamiento viene dada por d
significado que en €elos se atribuye a las distintas vadencias? de los signos ‘mas’ vy
‘menos’. En los modelos de neutralizacidn los signos predicativos se refieren a medidas
de cantidades de magnitud de sentidos opuestos que se neutralizan entre Si; mientras que
los signos operativos binarios y unarios se identifican con acciones de afiadir, reunir,
quitar, separar, etc. Por gemplo, en d modelo de fichas de dos colores la suma de
ndmeros enteros se interpreta como una reunion de fichas, o bien como una accién de
anadir fichas a un conjunto dado de dlas, seguida del correspondiente proceso de
neutralizacion para obtener |a representacion candnica del resultado. La resta se relaciona
con laaccién de quitar o separar fichas y @ producto diciendo, por gemplo, que (-a)(-b)
significa*“ quitar, en ausencia defichas, a veces b fichas de un cierto color (el asociado a
los enteros negativos)”. En cuanto a la justificacién del orden de los nimeros enteros,
exige la introduccion de una valoracion moral que establezca que @ sentido positivo es
"meor" que d negativo. Por gemplo: es mejor tener fichas rojas que azules, es mejor
tener haberes que tener deudas, es mejor tener puntos positivos que negativos, etc.

En labibliografia sobre |a ensefianza de | os enteros se proponen muchos modelos de
neutralizacion: fichas o bloques de dos colores (Freudenthal, 1983, pp. 438-441;
Semadeni, 1984; Chang, 1985; Rossini, 1986; Moro y Sdazar, 1993; Gallardo, 1994;
Sorig, 1997), bolas que se ensartan en dos varillas distintas (Bartolini, 1976), deudas y

2 Entendemos que los signos ‘mas’ y ‘menos’ tienen tres vadencias. son signos
‘predicativos cuando indican la “ positividad” o “negatividad” del nimero, ‘ operativos
binarios' cuando representan las operaciones binarias de suma o resta, y ‘operativos



haberes o pérdidas y ganancias (Puig Adam, 1956, pp.45-46; Malpas, 1975; Grup Cero,
1980; Chang, 1985; Bdll, 1986; Liebeck, 1990; Tulg y Gorman, 1990; Sasaki, 1993;
Souzay otros, 1995; Baldino, 1996), gércitos que se enfrentan cuerpo a cuerpo (Papy,
1968, pp. 112-148; Rowland, 1982), cargas eléctricas positivas o negativas (Cotter, 19609;
Peterson, 1972; Kohn, 1978, Battista, 1983), sumandos y sustraendos, acciones de afiadir
0 quitar u operadores aditivos (Spagnolo, 1986; Davidson, 1987; Souza y otros, 1995;
Baldino, 1996; Davisy Maher, 1997), juegos o clasificaciones con puntuaciones positivas
0 negativas (Frank, 1969; Milne, 1969; Bell, 1986), clavijas con tres posiciones (Gardner,
1977), estimaciones con errores por exceso o defecto (Cable, 1971), seres u objetos que
pueden estar valorados postiva 0 negativamente, entrando o saliendo de un recinto
(Dubisch, 1971; Sarver, 1986; Linchevski y Willams, 1999; Streefland, 1996) cubitos que
caientan o enfrian un liquido (Jencks y Peck, 1977), balones de helio y sacos de arena
gue elevan o bajan un globo (Luth, 1967), fichas de domind en las que los puntos situados
en una de las partes de lafichaneutralizan alos situados en la otra parte (Galbraith, 1974),
€tc.

Los modelos de neutralizacion més usados en los actuaes libros de texto de la
Educacion Secundaria son: deudas y haberes complementado con pérdidas y ganancias,
puntuaciones positivas 0 negativas 'y, por Ultimo, personas que suben o bgjan de un medio
de locomocién o entran o salen de un recinto. A veces, seincorporaa modelo de deudas y
haberes un concepto de pérdida o ganancia por unidad de tiempo. De esa manera, uno de
los términos del producto indica la pérdida o ganancia por unidad de tiempo y € otro d
numero de unidades de tiempo pasado o futuro a considerar, mientras que € resultado es
la pérdida o ganancia total. Esto mismo se hace también con € modelo de personas que
entran y salen de un recinto, introduciendo la nocion de entradas o salidas por unidad de
tiempo.

En los modelos de desplazamiento los signos predicativos indican posiciones en
torno aun origen o desplazamientos en sentidos opuestos; 10s signos operativos binarios,
composicion de desplazamientos o desplazamiento desde una posicion aotra; y 10s signos
operativos unarios, mantenimiento o cambio del sentido de desplazamiento. S, por
gemplo, utilizamos un modelo de fichas que recorren un camino que se extiende a
derechaeizquierda de una posicion inicid, la suma de nimeros enteros se justifica, bien
como un desplazamiento aplicado a una posicion para obtener otra posicion, bien como
una composicion de desplazamientos que da como resultado otro desplazamiento, bien
Como una composicién de desplazamientos que se gplica a una ficha situada en la casilla
cero y da como resultado la nueva posicion de la ficha. La resta significa la operacion

unarios cuando indicala operacion unaria que afecta d sentido —positivo o negativo— del
ndmero, manteniéndolo o transformandolo en el sentido opuesto.

-6-



inversa de cuaquiera de las anteriores y € producto una composicién repetida de
desplazamientos para obtener un desplazamiento resultante, d que se le cambia o no de
sentido seglin que € entero que indica la repeticion sea negetivo o positivo, o la nueva
posicion de una ficha situada inicialmente en la casilla cero a la que se le aplica una
composicion repetida de desplazamientos. En cuanto a orden, se justifica interpretando
los nimeros enteros en términos de posiciones y diciendo que un nimero entero es
menor que otro g, utilizando & sentido de recorrido definido como positivo, la posicién
gue representa a primer nimero es anterior ala correspondiente al segundo nimero.

Dentro de los modelos de desplazamiento nos encontramos con las siguientes
propuestas. personajes u objetos que avanzan o retroceden a lo largo de un camino
(Hallis, 1967; NCTM, 1970; Ettline y Smith, 1978; Alsinay otros, 1980; Chang, 1985;
Chilvers, 1985; Crowley y Dunn, 1985; Davidson, 1987; Thompson y Dreyfus, 1988;
Aze, 1989; Whiffing, 1989; McAuley, 1990; Tulg y Gorman, 1990; Sanchez Olmedo,
1991; Whitman, 1992; Cemen, 1993; Sasaki, 1993; Souzay otros, 1995; Baldino, 1996),
pel dafios que se suben o bajan (Skemp, 1980, pp. 210-216; Gonzdlez Alba y otros, 1989),
termémetros o escalas de diversas magnitudes (Cable, 1971; Grup Cero, 1980; Bell, 1986;
Sasaki, 1993; Strefland, 1996), ascensores que bgjan a los gargjes o suben a los pisos
(Puig Adam, 1956, pp. 46-47; Alsina'y otros, 1980; Grup Cero, 1980; Gadanidis, 1994),
globos que se elevan o que se hunden por debajo del nivel del mar (Petri, 1986), cintas de
video que se proyectan o rebobinan (Peterson, 1972; Cooke, 1993), variaciones en € nive
de agua de un depdsito (Alsina y otros, 1980), desplazamientos representados por
vectores unidirecciondes que actlian sobre posiciones (puntos) de la recta numérica
(Havenhill, 1969; Alsinay otros, 1980; Freudenthal, 1983, pp. 441-445; Hativay Cohen,
1995), etc.

Algunos autores, parajustificar € producto de enteros, afladen a este Ultimo modeo,
esdecir, a delarectanumérica, dispositivos graficos parecidos a los que suelen utilizarse
para explicar las homotecias de razon entera (Cable, 1971; Cofman, 1981; Dieudonné,
1987, pp. 57-59). También hay autores que interpretan € producto ‘ab’ de numeros
enteros como € area dd rectangulo cuyos vértices son los puntos de coordenadas (ab),
(a0), (0,b) y (0,0), acompafiadadel signo ‘+' 0 ‘-’ segun €l cuadrante en que esté situado
(Castelnuovo, 1970, pp. 160-163, Alsinay otros, 1980; Gobiny otros, 1996).

Los modelos de desplazamiento mas habituales en los libros de texto de la actud
Educacion Secundaria son, iniciamente: € termOmetro, avances o retrocesos a lo largo de
un camino, dtitudes por encima o debgjo del nivel del mar, ascensores 0 escaleras que se
suben o bgjan y afios antes y después de Cristo, para desembocar, después de exponer
uno o varios de estos modelos, en € de larecta numéricay los desplazamientos sobre ella.



4. Caracteristicas generales de la bibliogr afia sobr e |os modelos concr etos

Laprimera caracteristicaque llama la atencion es que nos encontramos, basicamente,
ante una literatura de tipo apologético en la que, después de describir someramente
algunos de los problemas que se observan en la ensefianza habitual de los nimeros
negativos, se presenta un nuevo modelo concreto, 0 bien una nueva version de uno ya
conocido, asegurando que su utilizacion resuelve dichos problemas, afirmaciéon que suele
hacerse sin €l respaldo de un trabgjo experimenta que la justifique. Existen, desde luego,
articulos en los que se critica agun modelo concreto, pero son los menos y, con mucha
frecuencia, esta critica es € preambulo que justifica la presentacién de otro modelo o de
algunavariacion dd inicia que, ajuicio del autor, no tiene los inconvenientes resefiados.

También se advierte que muchas de las propuestas didécticas son incompletas, bien
porque contemplan solo la estructura aditiva de los nUmeros enteros, que son con mucho
las aportaciones mas numerosas, bien porque se ocupan solamente de la estructura
multiplicativa, dando por supuesto que & aumno ya conoce la estructura aditiva de Z.
Ademas, la mayor parte de las propuestas obvian la estructura ordinal de Z y los pocos
gue serefieren adla, o hacen, en generd, de manera bastante superficial.

Otro aspecto a considerar es que los libros de texto no se cifien a un tnico modelo
para introducir los nimeros enteros, SiN0 que presentan sucesivos modelos, unos de
neutralizacion y otros de desplazamiento y usan, en cada momento de la exposicion, € que
consideran mas adecuado. Este eclecticismo de los libros de texto lo comparten muchos
autores que optan por proponer modelos distintos segiin que se trate de introducir una u
otra de las operaciones. Ad, es bastante frecuente proponer uno o varios modelos de
neutralizacion paraintroducir la estructura aditiva de los enteros y otros de desplazamiento
paralaestructura multiplicativa

Ademas, hay que puntualizar que son muy pocos |os autores que, una vez introducida
la nocién de nimero entero a través de uno o varios modelos concretos, se plantean la
necesidad de un proceso de formalizacion, de descontextuaizacién de la nocion
inicialmente aprendida. Incluso algunos no parecen distinguir entre e conocimiento del
modelo y d conocimiento de la nocién matemética y aseguran, por gemplo, que un
alumno “ha aprendido” lasumay laresta de nimeros enteros, smplemente, por haber
desarrollado cierta habilidad en € manejo de fichas de dos colores que se neutraizan entre
ellas. Entre los que hacen aguna referencia explicita, aunque breve, a la necesidad de
descontextualizar € conocimiento inicial para pasar a una concepcion de nimero entero



mas abstracto estdn Vargas-Machuca y otros (1990), Gonzdlez Mari (1995), Badino
(1996) y Bruno (1997).

Por Ultimo, queda por comentar que casi ningln autor discute la posicion de los
nUmeros negativos en € curriculo escolar, ni si deben introducirse a partir de los enteros.
De hecho, incluso aunque hablen de la ensefianza de los nUmeros negativos, sus
propuestas, en la préctica, restringen esa negatividad d ambito de los nimeros enteros.
Freudenthal es una de las excepciones, pues d plantear, como veremos més addante, la
posibilidad de introducir los nlmeros negativos en € marco de la geometria anditica, dice
gue una de las ventgjas de esta introduccion serialade no limitarse a los enteros negativos
(Freudenthal, 1983, p. 451). La otra excepcion son Bruno y Martindn (Bruno, 1997) que
introducen los nimeros negativos simetrizando € conjunto de nimeros positivos que
manegjan los aumnos. Alegan que no ven la ventga de empezar Simetrizando N, pues no
ahorratiempo de ensefianza ni evita dificultades de aprendizge y, en cambio, supone una
ruptura en la secuencia de extensiones numericas realizadas hasta ese momento. Respecto
alaposicion en d curriculo, Davidson (1987) y Aze (1989) presentan experiencias de
introduccion de los nimeros negativos a edades més tempranas de | as habituales.

5. Criticas a los model os concr etos

Existen dostipos de criticas: las de los que creen que no deberian utilizarse modelos
concretos en laintroduccion escolar de los nimeros enteros y las de los que critican aguin
modelo sin poner en duda la necesidad de usarlos. Respecto a estas Ultimas, uno de los
modelos més criticados es €l de larectanumérica, apesar de que es € maés utilizado en la
ensefianza, 0 quiza por eso. Tanto Brookes (1969) como Cable (1971) ya sefidan d
hecho de que en ese modelo los nimeros enteros tan pronto se representan por puntos,
como por desplazamientos, como por factores escalares, dando lugar aque lasuma y
producto de enteros se interpreten en términos de operaciones externas. Mas
recientemente, diversos autores (Bell, 1982; Bruno y Martindn, 1994; Carr y Katterns,
1984; Ernest, 1985; Klichemann, 1981; Liebeck, 1990; Mukhopadhyay, 1997) han puesto
de manifiesto que los nifios tienen dificultades parainterpretar lasumay resta de nimeros
naturales o enteros usando & modelo de la recta numérica. Basicamente, se observa que
tienden arepresentar los niUmerosy € resultado de la operacién como puntos aislados en
larecta, no como vectores, |0 que no les permite dar una interpretacion de las operaciones
en & modelo.

También existen referencias a las dificultades de los alumnos en @ uso de otros
modelos concretos. Lytle (1994) dice que en € modelo de fichas de dos colores surgen



dificultades de interpretacion de la resta de nimeros enteros, Gallardo (1994) reflga esa
misma dificultad d hacer experiencias de ensefianza con dicho modelo y afiade que se
producen confusiones entre las estructuras aditiva y multiplicativa de Z. También Bell
(1986) muestra que hay nifios que no saben dibujar correctamente la escala de un
termOmetro, que cuando tienen que calcular la diferencia entre dos temperaturas efectlan
siempre una resta independientemente de |os signos de las mismas, que no interpretan
adecuadamente la expresion “més abgjo” 0 “més arriba” para cacular la posicion de un
disco en la“lista de los cuarenta principales’ a partir de una primera posicion, etc.

La congtatacion de estos hechos no impide que, en genera, los autores de estas
criticas continuen mostrandose partidarios de los modelos concretos. Bel, por gemplo,
sigue convencido de que es a través de dichos modelos como deben introducirse los
enteros:

Si los nimeros negativos y las operaciones con ellos han de lograr €l
concreto status familiar que tienen los positivos, los alumnos necesitan mucha
mas experiencia en la exploracién y manipulacion de las situaciones familiares
en las que esos nimeros se encuentran. (Bell, 1986, p. 199)

pero, eso si, proponiendo secuencias didacticas en las que se trabajen detalladamente esos
modelos y fomentando una metodologia de “ ensefianza mediante conflicto” consistente
en que € profesor llama la atencion de los alumnos sobre las distintas respuestas (una
correctay otras erroneas) que han dado a una misma pregunta, provocando una discusion
entre ellos que les ayude a superar |os errores cometidos.

Otros autores (Marthe, 1979; Vargas-Machuca y otros, 1990; Gonzaez Mari, 1995;
Bruno y Martindn, 1996) proponen la utilizacion de las clasificaciones de situaciones
aditivas de una sola operacion de Vergnaud y Durand (1976) o de Carpenter y Moser
(1982) con € objeto de ayudar a los alumnos a superar las dificultades de manipulacién
de los distintos modelos concretos. En particular, Bruno y Martinbn se muestran
partidarios del uso de los modelos concretos habituales en los textos escolares, pero
presentandol os en situaciones aditivas muy variadas, tanto desde € punto de vista dd tipo
de situacion como del lugar que ocupa la incognita dentro de dla, y de introducir la recta
numérica como un sistema de representacion universal de las distintas situaciones y
modelos. Sin embargo, opinan que es necesaria una larga secuencia didéctica de
familiarizacion con los otros modelos concretos (temperaturas, deudas y haberes, etc.)
parafacilitar € uso del modelo de larecta numérica.

En cuanto aVargas-Machucay Gonzdlez Mari, también utilizan las clasificaciones de
las situaciones aditivas para enriquecer los modelos concretos habituales en la escuda,
pero, en este caso, haciendo hincapié en las situaciones de comparacion. Para dlos, la
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cave de la comprension del nimero entero esta en asumirlo como “medida o
cuantificacion de comparaciones y transformaciones’. Su propuesta pretende familiarizar
alos alumnos con situaciones de comparacion referidas a distintos model os concretos que
faciliten € paso de un cero absoluto, entendido como simbolo de la ausencia de cantidad
de magnitud, aun cero relativo, entendido como medida convencional que se asigna a una
cierta cantidad de magnitud que es término de comparacion para muchas otras. Esto, a
juicio de los autores, es lo que permite d paso dd nimero natura d ‘nimero entero
contextualizado’ 3.

Por Ultimo, las investigaciones de Gonzdlez Mari (1995) muestran que € orden que
inducen los model os concretos no es € de los nimeros enteros. mientras en Z se define
un orden total, los model os concretos inducen dos ordenes parciales y opuestos referidos
a las regiones postiva y negativa. Por estas y otras razones didacticas, se plantea la
construccion de un nuevo objeto matemético, € ‘ndmero natural relativo’. Dicho nimero
que, segun € autor, reflegamejor € comportamiento de los model os, ocupariauna posicion
intermedia entre € nimero natura y € entero. Asi pues, seglin esta propuesta, € trabgjo en
la escuela con situaciones aditivas de comparacién conduciria a la nocién de ‘ndmero
natural relativo’ desde la cual, més adelante, habria que pasar ala de niimero entero.

6. Criticas a la introduccion escolar de los numeros enteros por medio de
model os concr etos

Aun cuando actualmente parece haber una rara unanimidad en la necesidad de usar
model os concretos en la introduccion escolar de los nimeros enteros, siempre ha habido
autores que han manifestado sus dudas a respecto. Freudenthal, por gemplo, comenta
(1973, pp. 279-282) que, en los inicios de la ensefianza de los conceptos numericos, es
pertinente la utilizacién de estos modelos (‘método intuitivo’), pero que este tipo de
ensefianza no se puede prolongar indefinidamente, pues a la larga la intuicion puede
convertirse en una rémora para € aumno. Considera, por tanto, que la introduccion de
nUmero negativo es d momento adecuado para sustituir € método intuitivo por uno de
tipo inductivo que preludie lo que més adelante serd un proceso deductivo (‘método
raciond’). Coincide con Klein (1927, p. 25) en que € nuimero negativo es la primera
nocién matemética de la ensefianza elemental cuya génesis historica no se produjo por una

3 Uno de los gemplos que utilizan es €l de las puntuaciones en € juego de golf. Mientras
se habla del nimero de golpes que ha necesitado cada jugador para hacer un hoyo
estamos en e @mbito de los nimeros naturales. Cuando se da € vaor cero d nimero de
golpes que constituye la moda de la distribucién y se empieza a hablar de nimero de
golpes bgo par o sobre par estamos en € ambito de los ‘nUmeros enteros
contextualizados .
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necesidad de modelizar e mundo fisico o socid, que la aparicién de los nimeros
negativos en la escuela es € primer “paso de la matemética préctica a la matemdica
formal” y que, por consguiente, € tratamiento didactico que se le dé debe ser
consecuente con estasidess.

También Brown (1969) se muestra contrario a uso de modelos en generd, diciendo
gue normamente éstos no son isomorfos d sistema numérico que modelizan 1o que
implica que determinados teoremas que se cumplen en e modelo pueden no ser validos en
el sistema, creando la consiguiente confusién en los alumnos.

Nos encontramos ademas con las reticencias de Human y Murray (1987) a uso de
model os concretos, basadas en que sus experiencias sobre las estrategias esponténeas de
los nifios en la redizacion de operaciones con nUmeros negetivos, muestran que no
utilizan estos modelos. L os nifios, antes de recibir ensefianza sobre € tema, tienden a usar
razonamientos formal es buscando anal ogias entre |os nimeros positivos y 1os negativos o,
como mucho, recurren a las temperaturas 0 a una recta vertica que representa d
termOmetro.

Ultimamente, en Cid (2002) se discute también la pertinencia de una introduccion de
los nlmeros enteros por medio de model os concretos por dos razones. La primera es que
en la ensefianza de la aritmética elemental & proceso de moddizacion matemdtica se
invierte: mientras en € ambito cientifico lo habitual es que € objeto de estudio sea un
cierto sistema o fenébmeno del mundo sensible modelizado por medio de un sistema
matemético, en € &mbito de la ensefianza el objeto de estudio es una nocién aritmética que
se modeliza por medio de un sistema fisico o social con €l que los aumnos se supone que
estén familiarizados. Ademas, d modelo funciona por andogia, es decir, permite obtener
conocimiento sobre la nocion matemética porque “se parece a ella’ o “funciona como
elld’. Pero, en redidad, la estructura algebraica que més se asemegja a un modelo de
neutralizacion es la estructura de espacio vectoria unidimensiona (o, mas precisamente, la
restriccion aZ del espacio vectorial RY), y lamés cercana a un modelo de desplazamiento
esd espacio afin unidimensional (o meor, larestriccion a Z de la recta red). En cambio,
la estructura de anillo totalmente ordenado conmutativo y con unidad, propia de los
ndimeros enteros, dificilmente podremos mostrarla por medio un modelo concreto, de ahi
las dificultades didécticas que plantea su utilizacion.

Lasegundarazon es que la aritmética elementa no necesita de 1os niimeros negativos
porque todos los problemas que se plantean en ese ambito pueden resolverse
perfectamente en términos de nimeros positivos, sin que € uso de [os nimeros negativos
aporte técnicas de resolucion mas econdmicas ni méas potentes. En este mismo sentido,
Carraher (1990) paso, a personas de distintas edades, un cuestionario sobre problemas de
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deudas y haberes en diferentes contextos. No se observd que € hecho de conocer los
nimeros enteros mejorara las tasas de éxito; incluso se comprob6 que los encuestados
gue conocian los nimeros negativos no los utilizaban, resolviendo los problemas por
medio de nimeros positivos alos que calificaban, de palabra o por escrito, como deudas o
haberes. También Mukhopadhyay y otros (1990) comprueban que los alumnos se
desenvuelven mejor en un contexto de deudas y haberes que en situaciones de céculo
formal con nimeros enteros, [0 que, anuestro juicio, se debe a hecho de que en € primer
caso resuelven utilizando nimeros natural es.

7. Competencia de los alumnos en € ambito de los nimer os negativos

Una aportacion mucho menos numerosa que la referente a las propuestas didécticas
la componen los estudios estadisticos o clinicos que ponen de manifiesto la competencia
de los dumnos d redizar tareas en las que intervienen nUmeros negativos. En elos se
constatan errores y dificultades de todo orden, correspondientes tanto a la estructura
aditiva como a la multiplicativa u ordinal. Ahora bien, no es nada fécil relacionar las
conclusiones obtenidas por unosy otros autoresen € analisis de los cuestionarios, dadas
las grandes diferencias de criterio con que han sido construidos los items y analizadas las
respuestas. Tampoco es f&cil reproducir los experimentos para contrastar |os resultados,
pues es bastante frecuente que en los articul os se expongan las conclusiones sin explicitar
con detale € cuestionario que las ha hecho posibles, ni las estrategias de resolucion
utilizadas por los alumnos.

En lo que se refiere a la competencia en la redizacion de operaciones formales,
Kuchemann (1980, 1981) propone a alumnos de 14 afios un cuestionario sobre suma,
restay multiplicacion de nimeros enteros. Los mayores porcentgjes de éxito se obtienen
en las sumas, seguidas por las multiplicaciones, mientras que las restas resultan ser las
operaciones peor resueltas. Dentro de estas Ultimas, se observan diferencias entre restas
con minuendo positivo, como *8—6 0 "6-'8, con porcentajes de éxito dd 77% y 70%,
respectivamente, y restas con minuendo negativo, como 2—5 0 6-"3, con porcentagjes de
éxito del 44%y 36%, respectivamente?. Esto contradice, por 10 menos aparentemente, 1os
niveles de adquisicion de la estructura aditiva de Z propuestos por Peled (1991) —de los
gue hablaremos més adelante—, donde se supone que la competencia en la redizacion de
operaciones con & mismo signo se adquiere antes que la de efectuar operaciones con
nimeros de distinto signo. También Borba (1995) cree encontrar indicios de que se

4 En  mundo anglosgién los nimeros enteros se suelen introducir mediante una
notacién que diferencialos signos predicativos de los operativos binarios: |os primeros se
escriben en forma de exponentes situados a laizquierda del nimero.
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resuelven mejor las operaciones que afectan a nimeros del mismo signo que las que
afectan a nimeros de distinto signo.

Bell (1982) en entrevistas realizadas aaumnos de 15 afios, comprueba que asi como
el 80% suman correctamente dos nimeros enteros, solamente € 40% es capaz de restar
sin errores. Murray (1985) examina también a alumnos de secundaria que han recibido
ensefianza sobre 1os nUmeros enteros y obtiene que los mayores porcentagjes de éxito se
dan en @ producto de dos nimeros enteros (alrededor de 85% de aciertos) seguido por
las sumas de enteros (alrededor del 75% de aciertos), mientras que las restas de enteros
tienen porcentgjes de éxito que varian entre € 46% (8-3) y d 69% (3-8). Tanto los
resultados de Bell como los de Murray confirman, aunque solo parciamente, lo dicho por
Kuchemann.

Ademés, Bedll andiza las estrategias utilizadas por los alumnos para efectuar las
operaciones de enteros, comprobando que, sobre todo, usan razonamientos basados en la
recta numérica o la idea de “cantidades menos que cero”. En d caso de la suma, un
procedimiento bastante usado consiste en determinar, en la recta numérica, € punto que
corresponde a primer sumando y a partir de ahi contar tantas unidades como indica d
segundo sumando, hacialaderechao la izquierda segin que éste sea positivo 0 negativo.
Parece ser que los alumnos utilizan un procedimiento smilar en € caso de la resta: ante
operaciones como, por gemplo, 7—2, dicen que 7-2=5 porque “restar es ir hacia la
izquierda’. Bell considera que este tipo de errores se deben a que los alumnos no estén
acostumbrados ainterpretar |a resta entre nimeros positivos como diferencia (resultado de
una comparacion) sino, més bien, como la accion de quitar d sustraendo ad minuendo.
Esta misma hipétesis la hace también Gdlardo (1996) cuando habla del ‘no
reconocimiento de latriple naturaleza de la sustraccion’.

Bell constata también errores por utilizacion indebida de la regla multiplicativa de los
signos: '9—2="11 porque “dos menos hacen un mas’. Este mismo fendémeno, € de
aplicarle a una operacion las reglas formales correspondientes a otra, |0 sefida Murray
(1985) cuando dice que € error mas frecuente en las restas es € de utilizar la regla de
suma de enteros (por gemplo, 9—4="13, 7-3=4 y 7—5=2). En esta misma lineg,
Léonard y Sackur (1990) hacen notar que € porcentgje de éxitos de los dumnos en la
redizacion de sumas y restas de enteros disminuye a ensefiar € producto de enteros
porgue es entonces cuando aplican la regla multiplicativa de los signos a las sumas o
restas de enteros, dando lugar a errores que a principio no se producian. También Iriarte y
otros (1991) y Gallardo (1996) hacen referencia a estos hechos.

Hativay Cohen (1995) hacen unalista de los errores més frecuentes en la redizacion
de sumasy restas de enteros que amplialo ya sefialado por otros autores:
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a) Operacion: 0-x, x>0. Respuestas erroneas. x, 0, 10-x. Por ggemplo: 0-4=460 6 6.

b) Operacion: x-y, y>x>0. Respuestas erroness. y-X, X+y, -(x+y), X, y. Por gemplo:
3-8=5u116-1163u8.

c) Operacion: -x-y, x>0, y>0. Respuestas erroneas: x-y, y-X, X+y, X. Por gemplo: -3-
8=-505u1l163.

d) Operacion: -x+x, x>0. Respuestas erroneas. 2x, X. Por gemplo: -3+3=6 6 3.

€) Operacion: -x+y, x>y>0. Respuestas erroneas: X-y, X+y, -(x+y), X, y. Por gemplo:
-8+3=5u116-11u863.

Un aspecto poco estudiado es € del comportamiento de los alumnos en la redizacion
de operaciones de enteros con més de dos términos y en € uso de paréntesis. En d
trabgjo de Herscovics y Linchevski (1994), aun cuando su objetivo es € de andizar la
habilidad de los alumnos para mangjar las incognitas, averiguan que en secuencias como
lasiguiente; 237+89-89+67-92+92, bastantes alumnos optan por prescindir del signo ‘-’
gue acompafia a 89 y efectlian la suma 89+67 y todavia son més los que prescinden de
signo ‘-’ que acomparia a 92 y suman 92+92.

En otro orden de cosas, Duroux (1982), anadizando un cuestionario, habla del dto
porcentaje de alumnos (més del 60%) que no asumen que -x puede significar € opuesto
de x. También Johnson (1986) plantea & problema de la representacién literd de los
nimeros enteros y sefidla las dificultades de los alumnos para entender que -x puede
representar un nUmero positivo.

8. Concepciones de los alumnos sobr e los nimer os negativos

Ademés de los articulos que recogen los errores y dificultades, existen otros que
tratan de relacionar los distintos comportamientos de los dumnos, tanto correctos como
incorrectos, agrupandolos en ‘estados de conocimiento’, ‘perfiles', ‘concepciones’, €c.,
en un intento de dar una visién coherente de los mismos y encontrar las causas Ultimas
gue los producen. En este sentido, nos encontramos los trabgjos de Peled (1991) y de
Gdllardo (1996, 2002). El primero define, en funcion de las estrategias que utilizan los
alumnos en las sumas y restas de dos nlimeros enteros, unos ‘niveles de conocimiento’
delaestructuraaditivade Z. Se trata de niveles tedricos, es decir, no son € resultado del
estudio estadigtico de un cuestionario, sino un “a priori” que € autor propone como
instrumento facilitador del andlisis de observaciones posteriores. A la hora de establecer
esos hiveles de conocimiento tiene en cuenta dos ‘dimensiones’: la interpretacion del
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ndmero entero como punto de larecta o desplazamiento (‘dimension delarectared’) y la
interpretacion como cantidad de magnitud con dos sentidos opuestos (‘dimension de la
cantidad’), pues asegura que los alumnos usan una u otra, segun € tipo de problema que
seles plantea. Los niveles de conocimiento que define son los siguientes:

Nivel 1

Dimension de la recta numérica: Se acepta la existencia de los nlmeros negativos y
se ditGan en la recta numérica a laizquierda del cero. Un nimero entero negativo es un
numero natural precedido del signo menos. Dados dos nimeros enteros es mayor € que
esta Situado aladerecha del otro en larecta numérica

Dimension de la cantidad: Los nimeros negativos representan cantidades que tienen
alguna caracteristica desfavorable, cuya existencia se marca con € signo menos. Debido a
esta connotacion negativala relacion de orden en estos nimeros se invierte respecto a los
naturales. una cantidad negativa es menor cuanto mayor es su vaor absoluto porque
representa una situacion “peor”.

Nivel 2

Dimension de la recta numérica: Seinterpreta la sumay resta de nimeros naturales
como movimientos sobre la recta numérica, a derecha o izquierda del primer término,
respectivamente. Esta estrategia se extiende alos casos. -at+b, con ab pertenecientesaN, y
ab, con ab pertenecientesaN y a<b, asumiendo, en d primer caso, que & movimiento se
iniciaalaizquierdade ceroy, en & segundo, que hay que atravesar €l cero®.

Dimensién de la cantidad: Se extiende laoperacion de resta entre nimeros naturales
a caso de sustraendo mayor que & minuendo, efectuando la resta del menor respecto d
mayor y afiadiendo a resultado € signo menos para indicar que € resultado es una
“deuda’ o “deficiencia’.

Nivel 3

Dimension de la recta numérica: Las operaciones se extienden a pares de nimeros
gue tienen el mismo signo. Se asume que hay un sentido positivo: hacia la derecha, y un
sentido negativo: hacialaizquierda, y que sumar nimeros positivos significa avanzar en d
sentido positivo y sumar negativos avanzar en @ sentido negativo. Argumentos similares

5> Laestrategia de sumar o restar “cruzando €l cero” consiste en realizar la operacion
en dos etgpas, obteniendo un cero como resultado intermedio. Esta estrategia la ponen
también de manifiesto Mukhopadhyay y otros (1990) y Hativa y Cohen (1995),
detallando estas Ultimas que para algunos alumnos d cero funciona como un “stop”
entre semirrectas: todo paso de una a otra exige hacer una paradaen é.

-16 -



se usan para redizar la resta de nimeros del mismo signo: restar positivos significa ir
hacialos negativosy restar negativos ir hacialos positivos.

Dimension de la cantidad: Se asumen las sumas y restas de nimeros del mismo
signo entendiendo que sumar significa afiadir y restar significa quitar. No se mangjan
correctamente | as restas de niUmeros negativos con minuendo mayor que € sustraendo, ni
las sumasy restas de nimeros de distinto signo.

Nivel 4

Dimension de la recta numérica: Se efectlian sumas y restas de nlmeros enteros
cualesquiera sin més que fijarse en @ segundo término de la operacidn, avanzando en d
sentido que indica su signo s se trata de una suma y en @ sentido contrario si es una
resta.

Dimension de la cantidad: Se redlizan sumas y restas con cantidades de signos
cualesquiera. El examen conjunto de la operacion implicada y del signo de la segunda
cantidad permite decidir si la cantidad inicial “mejora’ o “empeora’.

Tampoco se limita Gallardo a mostrar los diferentes errores cometidos por los
alumnos, sino que trata de encontrar unarelacion entre ellos. Analizando las estrategias de
resolucion algebraica de problemas que utilizan los alumnos de secundaria (Gallardo,
1996), define cuatro ‘perfiles que representan distintos niveles de conceptudizacion del
numero negativo, sobre todo en lo referente a calculo formal. De esos perfiles describe
los dos mas extremos, designados por A 'y D:

Perfil A

1) Presencia del dominio multiplicativo en las situaciones aditivas. Esto
significa el uso incorrecto de la regla multiplicativa de los signos en las
adiciones y sustracciones de enteros.

2) Ignorancia de la triple naturaleza de la sustraccion y de la triple
naturaleza del signo menos. Los aumnos con un avanzado nivel de
conceptualizacion de los niUmeros negativos reconocen la triple naturaleza de la
sustraccion (completar, quitar y diferencia entre dos numeros) y la triple
naturaleza del signo menos (binaria, unaria y el simétrico de un nimero). Los
estudiantes pertenecientes a Perfil A ignoran la triple naturaleza de la
sustraccion y la triple naturaleza del signo menos.

3) Operatividad incorrecta en las esferas aritmética y algebraica. Los
estudiantes desarrollan mecanismos inhibitorios cuando se les presentan dobles
signos [-(+a), -(-a)]. Las expresiones abiertas de la forma x+a-b= , a-x-b= ,
reciben cinco interpretaciones erréneas diferentes. i) son iguales a un valor
numérico arbitrario: Xx+ab=c; a-x-b=d (clausura). ii) Son tratadas como
ecuaciones x=a-b; x=-b-a. iii) Conjuncion de términos desemejantes. x+a-b=(a-
b)x; a-x-b=(a-b)x; a-x-b=ax+b.
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4) Inconsistencia en € uso del lenguaje algebraico. Cuando se resuelven
ecuaciones y existe la posibilidad de una solucién negativa, se encuentra o
siguiente: i) los métodos escolares para resolver ecuaciones no se usan. ii) La
estructura de la ecuacién se altera para obtener soluciones positivas. Por
gjemplo, la ecuacién x+a=b con a>b se convierte en a-x=b.

5) Preferencia por los métodos aritméticos de resolucion de problemas.

6) Ignorancia de las soluciones negativas de los problemas. Los
estudiantes resuelven los problemas de enunciado verbal sin expresar la
solucién en términos negativos. Usan un lenguaje verbal para dar una respuesta
positiva. (Gallardo, 1996, pp. 381-382)

En cuanto al perfil D, supone la superacién de los errores de cdculo, la comprension
de latriple naturaleza de la sustraccion y del signo ‘menos, € predominio de los métodos
algebraicos sobre los aritméticos y la aceptacion de las soluciones negatives de las
ecuaciones.

Ademés, en Gallardo (2002) se establecen cuatro niveles de aceptacion del nimero
negativo: como sustraendo, como ndmero relativo, como nimero aidado y como ndmero
negativo formal. Estos niveles se deducen de un estudio epistemoldgico del nimero
negativo y se confirman en los alumnos actual es mediante una técnica de entrevistas en las
gue se analizan sus respuestas a problemas aritméticos verbales.

9. La nocion de obstaculo epistemol 6gico

El tercer grupo de trabgos, referente a las implicaciones didacticas de la
epistemologia del nimero negativo, se organiza en torno a la nocién de ‘obstaculo
epistemol dgico’, inicialmente definida por Bachelard (1938) en e ambito de la filosofia de
la ciencia y posteriormente adaptada por Brousseau d ambito de la didactica de las
matemdticas, en general, y alateoriade las situaciones didéacticas, en particular.

En la teoria de Stuaciones didécticas se postula que un aumno adquiere un
conocimiento cuando, enfrentado a una situacion-problema cuya solucion exige ese
conocimiento, es capaz de generarlo en forma de estrategia de resolucion de la situacion.
El conocimiento es, por tanto, e resultado de la adaptacion de un sujeto a un conjunto de
situaciones-problema en las que es Util como estrategia de resolucion (Brousseau, 1989, p.
41). La consecuenciainmediata de este postulado es que los conocimientos de un alumno
sobre una nocion matemédtica dependeran de la experiencia adquirida resolviendo
situaciones-problema en las que dicha nocién estaimplicada.
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Ahora bien, en la ensefianza es imposible presentar para cada nocion matemética
conjunto de todas las situaciones-problema en las que ésta interviene, lo que obliga a
elegir unas pocas de entre dlas, un subconjunto de situaciones. Y esa eleccion puede dar
lugar a que € alumno adquiera una concepcion, es decir, un conjunto organizado de
conocimientos que funcionan con éxito en ese subconjunto de situaciones y para
determinados valores de sus variables didacticas, que se manifiesta por un repertorio
estable y limitado de comportamientos, lengugjes, técnicas, etc., pero que no es eficaz g
incluso, provocaerrores a utilizarse en otro subconjunto de situaciones o a modificar las
variables didécticas de la situaciones consideradas (Antibi y Brousseau, 2000, p. 20).

Una concepcion tiene, por tanto, un campo de problemas en € que funciona y otro
campo de problemas en € que no permite resolver o, d menos, dificulta la resolucién. De
manera que la ampliacion del campo de problemas va a obligar a la concepcion a
evolucionar, modificando alguno de sus aspectos, para adaptarse a las nuevas situaciones.
Pero, dentro de esta perspectiva, podriamos encontrarnos con una concepcion a la que ya
no fuera posible hacer evolucionar para que asumiera nuevos campos de problemas, en
Cuyo caso no quedaria més aternativa que € rechazo de la concepcion y su sustitucion por
otra. En estos casos, en los que laampliacion del campo de problemas exige la sustitucion
de la concepcion antigua, vadida hasta ese momento, por una nuevay, ademas, € sujeto que
la posee se resiste a rechazarla y trata, a pesar de la constatacion de su fracaso, de
mantenerla, de adaptarlalocalmente, de hacerla evolucionar lo menos posible, diremos que
la concepcion es un obstaculo. Y esta ‘ concepcion obstaculo’ (en adelante, smplemente,
‘obstaculo’) se pondra de manifiesto a través de los errores que produce, errores que no
seran fugaces ni erréticos, sino reproductiblesy persistentes (Brousseau, 1983, p. 173).

Cuando ademés ese mismo obstéculo se puede rastrear en la historia de las
mateméticas y la comunidad de mateméticos de una determinada época ha tenido que
tomar conciencia de € y de la necesidad de superarlo, hablamos de ‘obstéculo
epistemoldgico’. En este caso, d rechazo explicito dd obstaculo forma parte del saber
matemético actud.

Duroux (1982, pp. 20-21) propone una lista de condiciones necesarias para poder
cdificar de obstéculo epistemoldgico a una concepcidon. Esta lista, con agunas
modificaciones introducidas por Brousseau (1989, p. 43), eslasiguiente:

a) Un obstéculo es un conocimiento, una concepcion, no unadificultad ni una falta de
conocimiento.

b) Este conocimiento produce respuestas adaptadas a un cierto contexto,
frecuentemente reencontrado.
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c) Pero engendra respuestas falsas fuera de este contexto; una respuesta correcta y
universal exige un punto de vista notablemente diferente.

d) Ademés, este conocimiento resiste alas contradicciones con las que se le confronta
y a establecimiento de un conocimiento mejor. No es suficiente poseer un conocimiento
meor para que @ precedente desgparezca, sino que es indispensable identificarlo e
incorporar su rechazo en el nuevo saber.

€) Después de tomar conciencia de su inexactitud, € obstédculo continua
manifestandose de formaintempestivay obstinada, provocando errores.

Las nociones de concepcion y obstaculo no son sélo un instrumento tedrico de la
didéctica de las mateméticas, también tienen una repercusion inmediata en la préctica
docente. La consideracion de que errores distintos y aparentemente independientes unos
de otros pueden deberse a una concepcion, abre la puerta a la posibilidad de erradicarlos
con mas éxito por medio de acciones didécticas que actlen directamente sobre la
concepcion y eviten la tediosa tarea de corregir los errores uno por uno. También la
determinacion de si una concepcion constituye 0 no un obstéculo tiene implicaciones
importantes en la préctica docente. Si la concepcion no es un obstéculo € trabajo de
profesor debera centrarse en la presentacion de situaciones de ensefianza que favorezcan
su evolucion, mientras que, si 10 es, serd necesario atacar esa concepcion hasta conseguir
gue e dumno larechacey esto Ultimo exige acciones didacticas mucho mas radicales. En
ese caso, ya no sirve @ procedimiento, habitua en la préctica docente, de construir las
nuevas situaciones de ensefianza modificando levemente las variables didacticas de las
Situaciones en las que € conocimiento antiguo tenia éxito, S0 que seran precisas
modificaciones bruscas de las variables didacticas que impliquen una modificacion
cualitativa de | os conoci mientos necesarios para adaptarse ala nueva situacion.

Por Ultimo, hay que decir que la nocion de obstéculo epistemoldgico ha generado
polémica entre los investigadores en didéctica de las mateméticas y que varios de ellos
(Glaeser, 1981; Sierpinska, 1989; Schubring, 1986; Artigue, 1990; Léonard y Sackur,
1990; Gascon, 1993; Chevallard y otros, 1997) no la aceptan o le dan un sentido bastante
distinto a propuesto por Brousseau. Ademés, apenas hay aportaciones a problema
metodol 6gico de como decidir si una concepcion es o no un obstéaculo.

10. Obstaculos epistemolégicos en los nimeros negativos: la aportacion de
Glaeser

La primera referencia a obstacul os epistemol 6gicos en 1os nlimeros negativos aparece
en un articulo de Glaeser (1981). En d, d autor manifiesta su intencion de buscar los
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obstécul os que se oponen alacomprension y aprendizgje de 1os nimeros negativos. Para
ello, buscalos vestigios de esos obstaculos en @ pasado anadizando, mediante una técnica
de comentario de textos, o que los mateméticos de distintas épocas (Diofanto, Stevin,
Descartes, MacLaurin, Clairaut, Euler, Cramer, d Alembert, Carnot, Laplace, Cauchy y
Hankel) dijeron sobre los nlmeros negativos.

Lo primero que llama su atencién es la“ sorprendente lentitud” del proceso histérico
de construccion del concepto de nimero negativo. La lectura de los textos citados por
Glaeser muestra que desde la primera formulacién de la regla de los signos, hecha por
Diofanto, hasta mediados del siglo XIX, se utilizan de continuo unos entes, los ahora
[lamados nlmeros negativos, que eran necesarios en muchas ramas de las matemédticas
(Agebra, andlisis, geometria anditica, trigonometria, etc.), pero que la comunidad
matemética no sabia como encagjar dentro de su cuerpo tedrico. Los nimeros negativos se
usaban con profusion y sin dificultad, pero cuando los grandes matematicos se veian en la
tesitura de tener que dar explicaciones sobre su naturdeza, 0 hacian en unos términos
dificilmente concebibles hoy en dia Un gemplo de esto es Carnot quien en 1803, en los
preliminares de su céebre Géométrie de position, dedica veinticuatro paginas a las
cantidades negativas y dice cosas como las siguientes:

Nada es més simple que la nocién de cantidades negativas precedidas por
cantidades positivas més grandes que ellas; pero en dgebra nos encontramos a
cada paso con expresiones de formas negativas aisladas y cuando se quiere
conocer con precision el sentido de estas expresiones faltan principios claros,
porque éstas son el resultado de operaciones que nho son, en § mismas, claras ni
gjecutables mas que para las cantidades positivas 0, mas bien, absolutas. (Carnot,
1803, pp. 2-3)

Para obtener realmente una cantidad negativa aislada ser4 necesario
sustraer una cantidad efectiva de cero, quitar algo de nada: operacion
imposible. ¢Como concebir entonces una cantidad negativa aislada? (Carnot,
1803, p. 3)

Las nociones que se han dado hasta el momento sobre las cantidades
negativas aisladas se reducen a dos. aquélla de la que acabamos de hablar, a
saber, que son cantidades menores que cero, y la que consiste en decir que las
cantidades negativas son de la misma naturaleza gque las positivas, pero tomadas
en un sentido contrario. (Carnot, 1803, p. 6)

Yo digo, en primer lugar, que la primera de esas nociones es absurda y
para destruirla basta con advertir que teniendo el derecho de omitir en un
célculo las cantidades nulas, por comparacion con aquéllas que no lo son, con
mas razén deberiamos tener el derecho de omitir aquéllas que son menores que
cero, es decir, las cantidades negativas, |0 que es ciertamente falso: por tanto, las
cantidades negativas no son menores gue cero. (Carnot, 1803, p. 9)
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Una multitud de paradojas o, més bien, de absurdos palpables resultara de
la misma nocion; por ejemplo, -3 serd menor que 2; sin embargo, (-3)° serd mas
grande que 2°, es decir, que entre dos cantidades desiguales e cuadrado de la
mas grande serd menor que € cuadrado de la més pequefia, 10 que choca con
todas las ideas claras que podamos hacernos sobre la cantidad. (Carnot, 1803, p.
9)

No es extrafio € asombro de Glaeser ante manifestaciones como las anteriores y su
intento de explicar estos fendmenos en términos de obstaculos. Segun é, en la evolucion
histérica de la nocién de nimero negativo desde sus primeras emergencias hasta d
concepto actual, se pueden constatar |os siguientes obstacul os:

- Falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas. Indica con esto
hecho, observable en la obra de Diofanto, de que la necesidad de efectuar céculos
algebraicos con diferencias® y, en particular, lanecesidad de multiplicar dos diferencias, le
llevaaenunciar lareglade los signos y, sin embargo, no acepta la existencia de niUmeros
negativos aislados.

- Dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas. En la obra de
algunos mateméticos (Stevin, d’ Alembert, Carnot y, posiblemente, Descartes) se constata
gue conciben la existencia de soluciones negativas de las ecuaciones, las “ven” y las
tienen en cuenta, pero no pueden aceptarlas como cantidades redles y las justifican
diciendo, por gemplo, que son cantidades ficticias que expresan un defecto en d
enunciado del problema.

- Dificultad para unificar la recta real. En € intento de sobrepasar € obstaculo
anterior interpretando las cantidades negativas como cantidades redles, se observa que
algunos matematicos (MacL aurin, d’ Alembert, Carnot y Cauchy) concebian los negativos
y los positivos en términos antindmicos: “lo negativo” neutraizaba, se oponia a “lo
positivo”, pero era de natural eza distinta. Es decir, la cantidad negativa eratan real como la
positiva, pero estaba tomada en un sentido opuesto. Esta heterogeneidad que se establecia
entre negativos y positivos no facilitaba su unificacion en una Unica recta numéricay, en
cambio, favoreciael modelo de dos semirrectas opuestas funcionando separadamente.

- La ambigliedad de los dos ceros. Glaeser se refiere con esto a las dificultades que
hubo entre los mateméticos (Stevin, MacLaurin, d’ Alembert, Carnot, Cauchy vy, quizj,
Euler y Laplace) para pasar de un cero absoluto, un cero que significaba la ausencia de
cantidad de magnitud, a un cero origen elegido arbitrariamente. Uno de |os razonamientos

6 Las primeras referencias a lo que después serian los nimeros negetivos surgen en d
entorno de laresolucién algebraica de ecuaciones.
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mas extendidos entre |os mateméti cos que se oponian a la consideracion de las cantidades
negativas como cantidades reales y no como meros artificios del caculo, era que no se
podia admitir laexistenciade cantidades que fueran “menos que nada’”.

- El estancamiento en el estadio de las operaciones concretas. La superacion de los
obstéculos anteriores permite aceptar 10s nimeros negativos como cantidades redles y
justificar su estructura aditiva, pero no asi la estructura multiplicativa. Segun Glaeser, d
problema de justificar la regla de los signos lo resolvié definitivamente Hankel, en sus
Vorlesungen Uber die complexen Zahlen und ihre Functionen de 1867, cuando propuso
prolongar la multiplicacién de R* a R respetando un principio de permanencia que
conservara determinadas “buenas propiedades’ de la estructura algebraica de los reales
positivos®’. Esto, a juicio de Glaeser, supone un cambio tota de perspectiva en la
resolucion dd problema: ya no se trata de descubrir en la Naturaeza ejemplos précticos
gue “expliquen” los nimeros negativos de un modo metaférico, sino de una justificacion
puramente formal basada en necesidades internas de las mateméticas.

Lacreencia en que unanocion matemética debe tener un referente en @ mundo fisico
gue le dé sentido y a partir del cua se puedan justificar sus propiedades, se relaciona,
seguin Glaeser, con una corriente ideol 6gica muy ampliaque seinicia en los Elementos de
Euclides e impregna todo € pensamiento matemético hasta fines del siglo XIX. Se
caracteriza por suponer que |os objetos mateméti cos son objetos del mundo fisico que han
sido suficientemente idedizados para poder insertarlos en un discurso hipotético-
deductivo, lo cua permite que dli donde ese razonamiento deductivo no acanza, pueda
recurrirse d “pensamiento natural”, d “sentido comun” o la“intuicion” como medio
dejustificacién del discurso matemético. Pero estaforma de entender las mateméticas, que
posee indudables ventgjas, también tiene serios inconvenientes, como € que se plantea
cuando através del razonamiento deductivo se demuestran propiedades que repugnan a la
“razon natural”. Glaeser atribuye a matematicos como Stevin, Euler, d’ Alembert, Carnot
y Laplace este tipo de ideologia, mientras que la postura de Hankel representa la
superacion del obstéculo y “se inscribe en un vasto rechazo de la ideologia de la luz
natural” (Glaeser, 1981, p. 340).

7 Hay que tener en cuenta, como muy bien sefida Glaeser (1981, p. 239), que €
establecimiento de las escalas de temperatura Celsius o Réaumur, uno de los hechos que
pudo contribuir ala aceptacion de un cero origen y de cantidades por debajo de cero, fue
bastante tardio. Réaumur realizo sus primeros termometros en 1730 y Celsius en 1742,
pero tardaron cas un siglo en popularizarse. Antes de eso, en 1713, Fahrenheit habia
propuesto otra escala de temperatura que reflgja claramente e deseo de evitar |os nimeros
negativos.

8 Enredlidad, € primero en enunciar € posteriormente [lamado ‘ principio de permanencia
delasleyesformales parece ser que fue Peacock en su Treatise on Algebra de 1830.
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- Deseo de un modelo unificador. Es @ deseo, largamente sentido por la comunidad
matematica, de encontrar un buen model o concreto que justifique tanto la estructura aditiva
como la multiplicativa de los nimeros enteros y que pueda ser comprendido con rediva
facilidad por las personas que estén en vias de aprenderlos. Su existencia hubiera evitado
lanecesidad de superar el obstaculo anterior, pero hasta hoy no ha sido encontrado y los
gue se utilizan habitual mente en la ensefianza, como, por gemplo, e modelo de ganancias
y pédidas, solo explican satisfactoriamente la estructura aditiva, pero a costa de
convertirse en un obstaculo para la comprension de la estructura multiplicativa. También
aqui laobrade Hankel ha supuesto la superacién del obstaculo a rechazar la busqueda de
un modelo explicativo de los enteros.

Glaeser concluye diciendo que seria necesario redizar experiencias con los alumnos
para comprobar s alguno de los obstacul os puestos en evidenciaen € estudio histérico se
reproduce en los procesos de ensefianza actuales. Afiade también que su investigacion
pone de manifiesto que los modelos concretos, habitualmente utilizados en la ensefianza
de los nimeros enteros, son un obstdculo para la comprensién de su estructura
multiplicativa.

11. Otras aportaciones a la epistemologia de |os nimer os negativos

Son varios los autores que, a raiz del trabgjo de Glaeser, discuten @ tema de los
obstéculos epistemol gicos en los nimeros negativos. Entre ellos, Duroux (1982) hace
hincapié en que la definicidn de obstaculo epistemol 6gico propuesta por Brousseau exige
gue € obstaculo sea un conocimiento, no una falta de conocimiento. Teniendo esto en
cuenta, considera que los dos primeros obstaculos epistemoldgicos propuestos por
Glaeser: la “falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas’ y la
“dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas’, no debieran ser
considerados como tales pues solo indican un déficit de conocimiento.

Sin embargo, la“dificultad paraunificar la recta real”, puede ser, segin Duroux, un
sintomade una posible concepcion obstaculo caracterizada por considerar a los nUmeros
negativos como objetos de naturaleza digtinta a los positivos. Afiade, ademés, que la
concepcion del nimero como expresion de la medida de una cantidad de magnitud puede
estar en la base de la diferente consideracion de positivos 'y negativos, dado que entonces
el nlmero negativo solo puede interpretarse como una medida “a la inversa’, como un
objeto compuesto de dos partes. @ signo - y una medida, mientras que € postivo
representa, sin mas, una medida. Esto puede llevarnos a interpretar 1os nlmeros enteros
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negativos como ago radicamente distinto de los nimeros naturales y no como su
prolongacion.

Brousseau (1983) argumenta en la misma linea que Durou, insistiendo en que hay
que distinguir entre un “obstaculo” y una “dificultad”, sugiriendo que lo que propone
Glaeser son “dificultades’ que pueden servir como punto de partida para la blsqueda de
los verdaderos “ obstaculos’, que deben expresarse en términos de conocimientos validos
en un cierto dominio. En € intento de encontrar € obstédculo u obstaculos que puedan
estar detrés de las dificultades resefiadas por Glaeser, Brousseau (1983, p. 191) hace la
hip6tesis de que e empleo de nimeros con signo se generdizo a atribuir arbitrariamente
e estatuto de “positivo” 0 “negativo” a las medidas de las cantidades de magnitud,
segun d papel que representaban en la situacion. Por gemplo, dependiendo de la
Stuacion, la entrada y sdlida de productos en un comercio puede notarse positiva o
negativamente. Esos numeros, considerados aidadamente son nimeros sin signo, puesto
gue representan medidas de magnitudes; € signo es ago circunstancia, provisona, que
sirve paraindicar la oposicion de unas cantidades respecto a otras en € transcurso de la
accion. Ad pues, @ caracter “relativo” de los nimeros positivos y negativos pudo jugar
un papel importante en su creacion'y aceptacion y suponer un obstéculo a una concepcion
gue asuma el signo como algo intrinseco a propio nimero.

También retoma la propuesta de Duroux, respecto a que la concepcién de los
nimeros negativos como objetos de naturaleza digtinta a los positivos pudo ser un
obstéaculo ala homogeneizacion de los dos tipos de nimeros y su inclusion en una Unica
clase: la de los enteros, pero advierte de que, tanto la “relatividad de positivos y
negativos’ como “la diferente naturaleza de los negativos respecto a los naturales’, son
solo candidatos a obstaculo y que su aceptacion como tales exige probar la resistencia de
esas concepciones a evolucionar y los errores repetidos que produjeron. Brousseau piensa
gue en d intento de probar d carécter de obstaculo de estas concepciones es muy
probable que se haga evidente la existencia de un obstéculo todavia més antiguo: “la
concepcion del nimero como medida’, es decir, laideade que un objeto matemético solo
puede recibir la consideracion de niUmero si representa o puede representar la medida de
una cantidad de magnitud.

A la hora de explicar la dificil emergencia del nimero negativo, Schubring (1986)
recurre también a término ‘obstaculo’, pero con un sentido distinto a usado por los
autores anteriores. Asi dice (1986, pp. 22-24) que las principales causas de impugnacion
de los nimeros negativos como objeto plenamente matemético pertenecen a tres grandes
categorias.
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- Obstaculos internos a las matematicas. Dentro de esta categoria sefiala la dificultad
paradistinguir entre cantidad, magnitud y nimero. Historicamente, € concepto basico de
las mateméticas ha sido @ de “cantidad”, pero, hoy en dig ese término ha degjado de
representar una nocién matemética precisa, siendo sustituido por € de “ndmero”. A
juicio de Schubring, uno de los hechos que obstaculizd € proceso de conceptualizacion
ded nimero negativo fue la tardia diferenciacion entre nimero, cantidad y magnitud que
revelalalectura de los textos matemati cos de otras épocas.

- Obstacul os epistemol dgicos. Considera como tales, los que serefieren a:

Las epistemologias subyacentes a la transmision del saber cientifico a la
sociedad en general. Por “epistemologia’ se puede entender las concepciones
sobre las condiciones de “existencia” de las entidades matemadticas. Estas
epistemol ogias se presentan con la siguiente alternativa:

- una epistemologia sustancialista (u ontolégica), segin la cua los
conceptos se justifican por reduccion a unos entes a los que se concede una
existencia semejante a la del mundo fisico;

- una epistemologia sistémica, donde la existencia esta justificada por la
coherencia del campo conceptual y los conceptos no deben satisfacer mas que
condiciones internas a las mateméticas. (Schubring, 1986, p. 23)

En opinion dd autor, la opcién por una u otra de estas dternativas puede ser
responsable de alguna de las rupturas descritas en € ambito de los nimeros negativos. Se
observa agui una cierta coincidencia entre Schubring y Glaeser respecto a un posible
obstécul o, aun cuando le dan nombres distintos: € primero le adjudicael término genérico
de ‘obstaculo epistemoldgico’, mientras que € segundo le llama ‘ estancamiento en d
periodo de las operaciones concretas .

- Arquitectura de las matematicas. Se refiere con esto a una tercera categoria de
obstécul os que tienen que ver con laimportancia que en cada época se ha concedido a las
digtintas ramas de las mateméticas, en particular, d dgebray ala geometria. El hecho de
gue las dos tengan igua importancia favorece a nociones, como la de cantidad,
integradoras de los dos ambitos, o que perjudica d proceso de diferenciacion entre
nimero y cantidad; si se considera a la geometria como la rama mas importante de las
mateméticas, la cantidad se convierte en la nocion basica de las mateméticas y la de
nUmero es una nocién subsidiaria; por Ultimo, s es @ agebra la disciplina fundamenta y
la geometria un campo de aplicacion del dgebra, se tiene entonces la concepcidon que
sostuvo d proceso llamado de ‘aritmetizacion de las mateméticas' con € ndmero como
nocion basica. Schubring considera que muchas rupturas conceptuales pueden explicarse
en términos de concepciones sobre la* arquitectura de las matematicas’.
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Como puede verse, laidea de obstaculo que manegja Schubring estd muy aeada de la
propuesta de Brousseau; parece que entiende por obstéculos ciertos conocimientos
esenciamente meta-mateméticos que son, seguin €, las causas Ultimas de las rupturas
observadas en € proceso de evolucion del estatuto matemético de algunas nociones,
rupturas que, por otra parte, queda sin definir en qué consisten y cOmo se reconocen.
Unicamente en la primera categoria de obstécul os que propone, |os ‘ obstaculos internos’,
hace referencia a conocimientos propiamente mateméticos, pero enseguida afiade que esta
categoria no parece haber sido la causa principa de las rupturas.

Posteriormente, aunque se produce una polémica a nivel general sobre € sentido y
utilidad del concepto de obstaculo epistemoldgico en la didactica de las mateméticas, no
vuelve a discutirse d caso particular de los nimeros negativos. Los trabgjos sobre
epistemologia del nimero negativo (Pycior, 1981; Milazzo y Vacirca, 1983; Sesiano,
1985; Fischbein, 1987; Lay-Yong y Tian-Se, 1987; Vargas-Machuca y otros, 1990;
Hefendehl-Hebeker, 1991; Haegel, 1992; Thomaidis, 1993; Ddl’ Aquillay Ferrari, 1995;
Gobiny otros, 1996; Hitchcock, 1997; Cid, 2000; Gallardo, 2002), o bien no se expresan
en términos de obstaculos epistemoldgicos, o bien hacen una utilizaciéon ambigua del
término en la que caben sinbnimos como ‘dificultad’, ‘ruptura, etc., 0 bien repiten con
pequefias matizaciones |o ya dicho por Glaeser, Brousseau, Duroux o Schubring.

Comentario aparte merece € trabgo de Lizcano (1993) que no se expresa en
términos de obstaculos, pero llega a establecer, después de un estudio muy
pormenorizado, cudles son las caracteristicas de la cultura griega clasica que impidieron la

aceptacion de ciertas formas de negatividad® que, sin embargo, en la cultura china de la
misma época se desarrollaron sin problemas:

Ad, las principales diferencias entre las matrices fundamentales de los
imaginarios griego y chino son: i) pensar por abstraccion (aphairesis) y de-
terminacion, en términos de géneros y especies, versus pensar por anaogia,
simetria o equivalencias; ii) asumir principios como € de identidad o no-
contradiccion como principios primeros (tanto del ser como del pensar) vs. una
matriz preconceptual que pre-dispone (la realidad y el pensamiento) segin
criterios de aternancia de contrarios y oposiciones en torno a un hueco (wu) o
centro; iii) suponer un espacio (y, en particular, un espacio de representacion)
gue es extension delimitada vs. un espacio simbdlico marcado por la

9 Lizcano, cuando se refiere alas mateméticas chinas o griegas de la Antigliedad, no habla
de ‘nimeros negativos' sino de ‘negatividad’ o ‘formas de negatividad’. Para €, llamar
‘nlmeros negativos a ciertos objetos considerados generdmente como antecedentes
histéricos de los mismos, presupone la reduccion de los significados de cada época a los
significados actuales, 10 que sesgairremediablemente € andlisis epistemol 4gico.
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oposicion, en el que los lugares significan; esto es, un espacio extenso vs. un
espacio tenso; iv) la negatividad se ve asi obligada a pensarse, en una tradicion
en términos de sustraccion (aphairesis) y del posible sentido de expresiones
como ‘nada’, ‘menos que nada’, ‘lado de un cuadrado de superficie menor
gue nada’, ‘sustraer una magnitud mayor de una menor’, etc., mientras que,
desde la otra tradicion, se piensa en términos de opuestos articulados en torno a
un quicio que, rigiendo su enfrentamiento, rige también su anulacion reciproca
(jin). (Lizcano, 1993, pp. 266-267)

12. Influencia de los obstaculos epistemoldgicos en los estudios sobre
dificultades de aprendizaje o propuestas didacticas

La bibliografia correspondiente a obstaculos epistemolégicos en los nimeros
negativos ha tenido poco impacto en la que se refiere a las propuestas de ensefianza y los
erroresy dificultades de los aumnos. Como mucho, aparecen citas a respecto en algunos
trabaj 0s, pero sin que esta mencion repercutaen € planteamiento de las nuevas propuestas
de ensefianza o0 en € andlisis de las ya existentes o de los errores de los alumnos. De
hecho, no existen investigaciones que, expresamente, se propongan confirmar la existencia
de los obstécul os historicos en los alumnos actuales; 1o que si existe es alguiin trabajo en
gue € autor conoce los estudios epistemol bgicos sobre os nimeros negeativos y, aun
cuando sus objetivos son otros, relaciona, o dalugar a que se pueda relacionar, algunos de
sus resultados con los obtenidos en dichos estudios.

Coquin-Viennot (1985), analizando las estrategias de resolucién empleadas y los
errores cometidos por alumnos de 11 a 15 afios en un cuestionario sobre nimeros
enteros, ddimita una ‘jerarquia de concepciones en la que cada concepcion supone un
paso adel ante respecto ala anterior, pero entendiendo también que cada una de elas es un
obstaculo de cara a la concepcion siguiente. En su investigacion tiene muy en cuenta los
trabaj os sobre epistemologia de 1os nimeros negativos. |os obstaculos que dla reconoce
en los alumnos ya se han comentado anteriormente a hablar de la historia de los nimeros
negativos. Lajerarquia de concepciones que establece esla siguiente:

a) Los nimeros enteros se mangan como s se tratase de naturales. € signo ‘-’ se
interpreta como simbolo de la resta entre nimeros naturales o bien se ignora, 1o que
produce muchas respuestas erroneas. El nimero esté considerado como la medida de una
cantidad y no puede ser mas que positivo. Se reconoce que |os enteros negativos son
menores que |os enteros positivos, pero larelacion de orden entre los enteros negativos se
establece en e mismo sentido que la de sus valores absolutos.
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b) Se resuelven correctamente |os problemas que ponen en juego la estructura aditiva
de Z, pero se utilizaN siempre que sea posible y permita obtener |a respuesta correcta; s
no, se trabga separando los positivos de los negativos, hasta @ punto de que las
simplificaciones en las sumas de varios sumandos no juegan ningun papel. No se produce
la unificacién del conjunto de los enteros, pero los unos se definen por oposicion a los
otros. Aparecen més respuestas correctas en las preguntas que afectan a orden entre
enteros negativos, mientras que en los problemas en los que interviene la estructura
multiplicativa de Z apenas se esbozan las soluciones.

) Los problemas aditivos se resuelven en Z, aun cuando puedan resolverse en N,
sempre que eso resulte més eficaz. Las edtrategias de resolucién en Z ponen de
manifiesto su homogeneizacion: positivos y negativos son tratados como un todo, ya no
se mangan por separado. La relacion de orden entre enteros negativos se establece
correctamente y empiezan a utilizarse las relaciones de compatibilidad existentes entre €
orden y lasumade enteros. Podemos considerar que la recta numérica esta ya unificada;
sin embargo, los problemas que exigen poner en juego la estructuramultiplicativa de Z no
Se resuelven correctamentelo,

d) Esta concepcion engloba la concepcion anterior con d afadido de que los
problemas de tipo multiplicativo se resuel ven correctamente, lo que indica que la estructura
multiplicativade Z hasido asumida

Vergnaud (1989) hace notar que son muchos los alumnos que se equivocan d restar
un nimero negetivo o dividir por é. También comenta que s en d transcurso de la
resolucion de una ecuacion se llega a una expresion como, por gemplo, -x=7, muchos
alumnos no saben continuar o dicen que la solucién es x=7. Considera que estos y otros
errores pueden ser sintomas de la existencia de un obstaculo epistemoldgico: la reduccion
de lanocién de nimero ala de medida de magnitudes, pero cree que seria necesario hacer
investigaciones que confirmaran la hipotesis.

Iriartey otros (1991) d analizar un cuestionario sobre niimeros enteros propuesto a
alumnos de Octavo de EGB y de Diplomaturas de Magisterio, hablan de ‘ideas

10 Esto contradice, en principio, 1o que dicen Kiichemann (1980, 1981) y Murray (1985)
(vease epigrafe 7) sobre & mayor éxito de los aumnos en los productos que en las restas.
S se andizan los hechos que permiten a unos y otros decir cosas aparentemente
contradictorias, nos encontramos con que Coquin-Viennot considera que los alumnos han
asmilado laestructuramultiplicativade Z cuando contestan correctamente a los dos items
siguientes. “Si x ey son dos nUmeros enteros tales que x=y, escribe la relacion de orden
entre -3x y -3y”, “Si x=+2, ¢como puedes escribir |x-(+2)| sin utilizar las barras
verticales?’, mientras que Kichemann pregunta por € resultado de operaciones como las
siguientes: “73x'4” y “*4x74". Esto indica hasta qué punto la variedad de cuestionarios
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obstaculizadoras' que agrupan en dos apartados, € primero de los cuades reflga de nuevo
el obstaculo del “numero como medida’, comentado con profusion en € ambito de la
historia. Achacan a este obstaculo los errores que se producen como consecuencia de
creer que lasumay la multiplicacion de nimeros suponen siempre un aumento, que la
resta supone una disminucion y que € orden entre dos nimeros negativos es d mismo
gue se establece entre sus val ores absol utos.

También Galardo (1996, 2002) (vease epigrafe 8) conoce los obstaculos
epistemol gicos definidos por Glaeser y basa sus estudios sobre € comportamiento de
los alumnos en estudios epistemol 6gicos previos, aun cuando no los expresa en términos
de obstaculo.

Por otra parte, las conclusiones que se desprenden de los estudios sobre obstaculos
epistemolégicos en los nimeros negativos hacen sospechar que la utilizacion en la
ensefianza de modelos concretos de neutralizacion o desplazamiento puede no ser
pertinente o, por lo menos, debe discutirse su pertinencia. Para empezar, hay que afrontar
la posibilidad de que dichos modelos sean un obstaculo para la comprension de la
estructura multiplicativa de los nimeros enteros. Ademas, la hipétesis de que la
concepcion del “nimero como medida” es un obstaculo, plantea también dudas sobre si
la utilizacion de modelos concretos esta en consonancia con d tratamiento didactico
apropiado para hacer frente a un obstaculo. En realidad, una accion didactica adecuada iria
en lalineade plantear al alumno situaciones muy diferentes de las que suelen aparecer en
el dmbito de la aritmética elementa, para que se viera obligado a poner en duda su
concepcion del nimero como medida.

A esto hay que afladir que cualquier incursion en la historia de los nimeros negativos
pone de manifiesto que han surgido por necesidades internas de las mateméticas ligadas,
concretamente, a desarrollo del cdculo forma agebraico y de la teoria de ecuaciones.
Como consecuencia, algunos autores han puesto en duda la legitimidad de las
justificaciones didacticas basadas en modelos concretos por ser genas a la historia de la
nocion.

Se desprende de todo esto una idea genérica de que “lo concreto” puede, por
diferentes razones, ser un obstaculo para una buena concepcién del nimero entero. Ahora
bien, si nos preguntamos qué influencia ha tenido todo este discurso en los disefiadores
de propuestas didacticas deberemos contestar que muy poca. Actudmente se sigue
defendiendo la utilizacién de modelos concretos y, mayoritariamente, se ignoran o0 se
prescinde de las opiniones vertidas en los articulos sobre epistemologia de 1os nimeros

propuestos y de niveles educativos en 1os que se proponen hace practicamente imposible
contrastar |os resultados obtenidos por unosy otros autores.
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negativos. Entre los que se dan por enterados de las investigaciones sobre obstaculos
epistemol 6gi cos en |os nimeros negativos, la mayor parte de ellos se limitan a hacer una
citaméas 0 menos extensa a respecto y no analizan desde € punto de vista epistemol 6gico
los model os que proponen. S6lo algunos, como Vargas-Machucay otros (1990) y Gobin
y otros (1996), advierten de que los modelos concretos pueden obstaculizar una buena
comprension de la nocidon matemética de nimero entero, aunque siguen proponiendo su
utilizacion.

Un planteamiento completamente distinto es € de Thomaidis (1993) que, en vez de
recurrir a modelos concretos de neutralizacion o desplazamiento, propone un modelo
abstracto: @ de los exponentes de las potencias de un misma base. Considera que,
histéricamente, la necesidad de utilizar exponentes positivos y negativos jugé un papel
importante a la hora de dar un estatuto matemético a los nimeros negativos. En
consecuencia, propone usar ese modelo en la ensefianza para justificar las reglas de las
operaciones con |os nlmeros enteros.

13. La investigacion didéactica sobre los numeros negativos. resumen del
estado de la cuestion.

A continuacién vamos a concretar la problemética que, a nuestro juicio, queda abierta
apartir de larevision bibliogréfica efectuada:

1) En primer lugar, se ha hecho notar que la nocion de obstaculo epistemoldgico ha
recibido interpretaciones muy diversasy, en generd, bastante agadas del sentido inicia
definido por Brousseau. Ademas, € entusiasmo que despertd en los primeros momentos
fue, posteriormente, sustituido por un cierto escepticismo, dado que su uso no
proporciond los resultados esperados. Esto desatd en su momento una controversia sobre
las caracteristicas de su definicion y sobre su utilidad para la didéctica, controversia que
actualmente sigue sin resolverse. Pero, en Ultimo término, incluso para€el investigador que
no quiera entrar en la polémica, los trabajos sobre la epistemologia del nimero negativo
muestran un panorama historico tan conflictivo ala hora de darles un estatuto matemético
claro adichos nimeros, que se hace dificil aceptar que su ensefianza pueda discutirse sin
tener en cuenta su historiay la posible existencia de obstacul os epistemol 6gi cos.

En redidad, la nocion de obstéculo epistemoldgico tad como la concibe Brousseau,
apenas ha sido utilizada y, como consecuencia, su eficacia como herramienta de
investigacién didéctica no ha sido contrastada experimentalmente. Por otra parte, tampoco
se le han hecho objeciones de tanto peso como para justificar su abandono o sustitucion
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por una nocién diferente. Ademas, € término sigue de actualidad y, pese a la atribucién de
diversos significados, aparece con una cierta frecuencia en trabagjos de distinta indole.

Por otro lado, € desacuerdo sobre la definicion del término ‘obstaculo
epistemol6gico’ se traduce, como no podia ser menos, en una fata de unanimidad a la
hora de decidir cuando y cémo queda probada su existencia. Los métodos de
determinacion de obstéculos, tanto en la historia de las matematicas como en |os alumnos
actuaes, no estan claramente definidos 'y existen serias discrepancias respecto a su vaidez
probatoria. Todas estas razones avalan la necesidad de profundizar en la caracterizacion de
lanociony de analizar con més precision las ventgjas o inconvenientes que su uso aporta
alainvedtigacion didactica

2) Como ya sabemos, desde 1981 existe una propuesta de Glaeser sobre posibles
obstéculos en la historia de los nimeros negativos que, segun € autor, debieran ser
tenidos en cuenta en la enseflanza actua de dicha nocion. Esa propuesta ha recibido
comentarios a favor o en contra por parte de diferentes investigadores pero ninguno de
ellos aporta pruebas que justifiquen la definitiva conclusion del tema. En estos momentos,
no hay acuerdo sobre la existencia 0 no de obstaculos en la historia de los nimeros
negativos, ni sobre cuales son éstos, supuesto que existan.

Donde s parece haber una cierta coincidencia de opiniones es en d hecho de
considerar que la concepcion del ‘nimero como medida es un obstéculo histérico,
responsable, por o menos en pate, de las dificultades habidas en la comunidad
matemdtica para asumir 10os nimeros negativos y detectable en la ensefianza actual. Sin
embargo, apesar de que son bastantes los autores que dan por supuesto ese obstaculo y
de que algunos de ellos lo han descrito someramente, nadie ha explicado con detale en
gué consiste, como se manifiesta, qué efectos produce, etc.; da laimpresion de que se ha
convertido en un lugar comin gque se asume sin mayor reflexion sobre el tema.

3) La determinacion de obstéculos en la historia de las mateméticas es interesante
desde € punto de vista didéctico si se constata su pervivencia en la ensefianza actual y, en
particular, en los alumnos actuales. Sin embargo, no existen apenas investigaciones que
relacionen las concepciones de los alumnos sobre los nimeros negativos con las
investigaciones sobre obstaculos en la historia de dichos nimeros. Es més, de hecho
apenas existen trabgjos sobre errores de los alumnos que se analicen en términos de
concepciones. La mayor parte de los cuestionarios realizados hacen preguntas muy
puntualesy elementalesy no permiten relacionar entre si |os diferentes errores, ni tampoco
relacionar las conclusiones que se obtienen del andlisis de unos u otros cuestionarios.
S4lo unos pocos autores analizan |os errores de 1os alumnos en términos de concepciones
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u obstéculos, pero sus deducciones no han sido confirmadas ni rechazadas por ninguna
investigacion posterior.

4) Y a se hadicho anteriormente que lamayor parte de la literatura didéactica sobre los
ndmeros negativos se dedica a hacer propuestas de ensefianza y que, ademés, defiende la
opcion de comenzar por € nimero entero, presentandol o a través de model os concretos de
neutralizacion o desplazamiento. Esta opinion ha tenido, como era de esperar, su
influencia en d sistema educativo y, hoy en dia lo Unico que diferencia a unos libros de
texto de otros son los model os concretos que proponen para introducir € nimero entero.
Ahora bien, como ya hemos comentado, existen serias sospechas de que este uso de
modelos concretos puede contribuir a reforzar posibles obstaculos epistemol dgicos, en
vez de ayudar a superarlos. Si esto fuera cierto, obligaria a un replanteamiento de la
ensefianza de los nimeros negativos sobre supuestos totalmente diferentes de los hasta
ahora considerados. Sin embargo, la posibilidad de que & uso de modelos concretos
contribuya a reforzar alguin obstacul o epistemol dgico no ha sido estudiada en profundidad
y, desde luego, la bibliografia que se dedica a buscar y proponer esos modelos, se
desentiende de ella 0 |a desconoce.

Pero este desconocimiento de la conexién que pueda existir entre modelo concreto y
obstaculo epistemoldgico es un indicio de una ignorancia més general. En redidad, no
existen practicamente investigaciones que relacionen, en € caso de |os nimeros negativos,
el estado de conocimientos de los aumnos con la ensefianza recibida. Lo poco que se
sabe sobre concepciones y obstéculos en los alumnos no incluye la contestacion a
preguntas como: ¢cudes son las situaciones de ensefianza que han producido esas
concepciones?, ¢ogjo qué contrato didéctico se han desarrollado?, ¢qué concepciones
transmiten los libros de texto y los profesores?, ¢cud es su relacidn con las concepciones
delos alumnos?, etc.

Por dltimo, los estudios epistemoldgicos sobre & numero negetivo ponen de
manifiesto que la génesis escolar actua de la nocion difiere grandemente de la génesis
histérica. Por gemplo, hoy en dia se introduce en & ambito de la aitmética, ligado a la
necesdad de modeizar determinadas situaciones del mundo sensible, cuando,
histéricamente, las condiciones de necesidad que forzaron su uso y posterior aceptacion
se encuentran en € dgebra, sobre todo en la teoria de ecuaciones agebraicas, y son, por
tanto, necesidades internas de las mateméaticas. Ademés, se comienza simetrizando
aditivamente N, aun cuando los alumnos estan familiarizados con Q°, mientras que lo que
se observa en cada momento histérico esla simetrizacion aditiva del conjunto de nimeros
positivos entonces considerado. Esto plantea una serie de interrogantes respecto a la
transposicion didéctica actud, d por qué de sus caracterigticas, a cudes son las
restricciones alas que se ha visto sometida, etc., que no han sido contestados. De hecho,
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en lamayor parte de |os trabaj 0s que proponen nuevas secuencias didacticas se acepta, sin
ningun tipo de discusion, e punto de partidade lasimetrizacion de N 'y su justificacion en
el ambito aritmético por necesidades externas a las mateméticas y no existen articulos en
los que se analice unaintroduccién de los nimeros negativos a partir del dgebra y, todavia
menos, que estudien todo € campo de elecciones didécticas posibles, sin restricciones
previas.
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